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三、根树及其应用 

1、 根树的定义 

定义 11:一个有向图,如果删去每边的方向得到的 

无向图是一棵树,则称该图为有向树。 

定义 12:一棵非平凡的有向树,如果恰有一个点的 

入度为 O,其余所有点的入度均为 1,则称该树为 

根树,入度为零的点称为树根,出度为 0的点称为 

树叶,出度不为零的点称为内点,内点和树根统称 

为分支点。 

 

 

 

 

 

图中是 1v 树根, 2v , 4v , 7v , 10v 是内点, 

5v , 6v , 8v , 9v , 11v , 12v , 13v 是树叶。 

习惯把有向树的根画在最上方,边的箭头全指向下,则可以 

省略全部箭头,树根到一个结点的有向通路的长度称为该点 

的层数。所有结点的最大层数称为树高。上图树高为 4。 

定义 13:在根树中,若 iv 可达 jv ,且通路长度大于 

等于 2,则称 iv 是 jv 的祖先, jv 是 iv 的后代, 

若< iv , jv >是根树的边,则称 iv 是 jv 的父亲, 

jv 是 iv 的儿子,同一结点的儿子称为兄弟。 
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定义 14:任一结点 v及其后代导出的子图称为根树 

的子树。 

定义 15:在根树中规定了每一层上结点的次序, 

称为有序树。 

2．m叉树和二叉树 

定义 16:在根树中若每个结点的出度均≤m,则称 

T为 m元树(m叉树)(即每个点至多有 m个儿子), 

若每个分支点的出度恰好等于 m,则称 T为 m叉 

完全树,若 T的所有树叶的层数均相同,则称 T正 

则 m元树。 

若 m元树是有序的,则称 T为 m元有序树, 

若 m元完全树是有序的则称 T为完全 m元有序树, 

若 m元正则树是有序的,则称 T为 m元正则有序树。 

例: 

 

 

 

 

 

 

    

当 m=2时,称为二元树,二元有序树的每个结点 

二元树 完全二元树 

正则完全二元树 正则树 
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至多有两个儿子,其序按左右分,分别为左儿子, 

右儿子,任一分支点最多有两棵子树，称为左子树 

和右子树。 

定理 17:在完全 m元树 T中若树叶数为 t,分支点数 

为 i则有 (m 1)i t 1− = − 。 

证明:T有 t个叶, i个分支点,则有 t i+ 个点, t i 1+ −  

条边,则所有出度和等于边数∴m•i=i+t-1 

∴(m-1)i=t-1。 

定理 18:若二元完全树有 n个分支点,且各分支点的 

层数之和为Ι,各树叶的层数之和为 E,则 E=Ι+2n。 

证明:对分支点数用数字时纳法,n=1 

如图 

 

 

此时 E=0,I=2,n=1成立,设n k= 时或n k 1= + 时, 

任选两个为兄弟的树叶,父亲为 v,将 1t , 2t 去掉,则 

n k= 且满足归纳法,E1 I 2n= + 则在原图中,设 v的层 

数为 S,则 1I I S= + , 1t , 2t 的层数均为S 1+ ,则 

1E E 2(S 1) S E S 2= + + − = + + 由E1 I1 2K= + 得 

E E1 S 2 I1 2K S 2 (I1 S) 2(K 1) I 2(K 1)= + + = + + + = + + + = + +  

结论仍成立。 

由定理 17:完全二元树分支点 i比叶少一个,在完全 

n=1 n=k+1 
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正则二元树中,树高是k ,则叶是 k2 个,分支点是 k2 1−  

个,边是 k2 2 1× − 条边。 

四、哈夫曼树和最优树问题 

   给一组数 1 2 tw ,w ,...w ,不妨假设 w1≤w2≤…≤wt。 

若有一棵二叉树,共有 t片叶,分别带权 1 2 tw ,w ,...w , 

称该二叉树为带权二叉树。 

定义 17:在带权二叉树 T中,若带权为 iW的树叶的 

层数 i=1,...,t为 L( iw ),则称
t

i i
i 1

w(T) w L(w )
=

= ∑ 为 T的权, 

在所有带权为 1 2 tw ,w ,...w 的二叉树中,w(T)最小的那棵 

树称为最优树。 

定理 19:设 T为带权 w1≤w2≤…≤wt的最优树,则 

(1)带权 w1，w2的树叶 vw1，vw2是兄弟 

(2)以树叶 vw1，vw2为儿子的分枝点的通路最长 

证明:略，即权越小的叶要挂在路最长的分支点， 

权越大挂的叶要挂在路短的分支点上，显然最优树 

一定是完全二叉树。 

 

 

 

 

例: 
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定理 20:设 T为带权 w1≤w2≤…≤wt的最优树, 

若将以带权 w1和 w2的树叶为儿子的分枝改为带权 

w1+w2的树叶,得到的新树T′ ,则T′是带权为, 

w1+w2,w3,w4,…,wt的最优树。 

证明: 

根据假设 v的两个儿子的层数,比 v的层数多 1。 

 

 

 

 

 

∴ 1 2w(T) w(T ) w w′= + + ,若T′不是带权 1 2 3 tw w , w , ...,w+  

的最优树,则必存在一个带以上权的最优树T′′, 

使w(T ) w(T )′ ′′> ,在T′′中带权 1 2w w+ 的树叶 v,生成 

两个儿子,各带权 1w 和 2w ,得一个新树T ,它是带权 

1 2 tw ,w ,...w 的树, 1 2w(T) w(T ) w w′′= + + 由此得到 

1 2 1 2w(T) w(T ) w w w(T ) w w′ ′′= + + > + + 这与 T是带权 

1 2 tw ,w ,...w 的最优树矛盾。 

   3          5  7           9 
   3         5 
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9 

1w(T ) (3 5 7 9) 2
48

= + + + ×

=  
2w(T ) 3(5 3) 2 7 9 1

47
= + + × + ×

=
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   此定理就导出了最优树的哈夫曼算法,由该算 

法得到的树称为哈夫曼树,即最优树。 

哈夫曼算法:给定树 1 2 tw ,w ,...w 求最优树 

1. 给初始权集 S={ 1 2 tw ,w ,...w }t个叶 vi带权 iw , 

i 1, ..., t= , 

2. 在 S中找出两个权最小的数不妨记作 w1,w2, 

用父结点 v将两个带权的儿子 v1,v2连结起来, 

形成一个新的子树并把该子树看作一个结点 v， 

带权 w1+w2。 

3.置权集 S:=（S-{w1,w2}∪{w1+w2} 

4.检查 S中是否只有一个元素？ 

  是就停止,否则转入 2 

例:求带权 7,10,11,13,18的最优树 

解: 

 

 

 

 

 

 

此时,w(T) 7 3 10 3 18 2 11 2 13 2 133= × + × + × + × + × =  

7     10   11     13    18 7     10   11     13    18 
17 17 24 

 11     13 
24 

 7     10 

18 

35 

18 11 13 
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