
二、笛卡尔积： 

定义 12：设 A，B是任意两个集合，用 A中元素作第一元素，B中元素作 

第二元素，构成的有序对，所有这样有序对的全体组成的集合称集合 A， 

B的笛卡尔积，记作 A×B。 

即 A×B={<x,y>x∈A,y∈B}。                                      

例 2，设集合 A={a,b,c},B={0,1},求 A×B，B×A，A×A, 

（A×B）∩ B×A， 

解：A×B={<a,0>,<a,1>,<b,0>,<b,1>,<c,0>,<c,1>}                  

    B×A ={<0,a>,<1,a>,<0,b>,<1,b>,<0,c>,<1,c>} 

    显然（A×B）∩ B×A=∅ 

   A×A ={<a,a>,<a,b>,<a,c>,<b,a>,<b,b>,<b,c>,<c,a>,<c,b>,<c,c>} 

说明:<1> 如 A，B均是有限集，A=m,B=n，则必有A×B=mn 

<2> 一般说 A×B与 B×A不相等，即集合的笛卡尔积运算，不成立交 

换律。 

例 3：设 A={x1≤x≤2,x∈R} B={yy≥0,y∈R} 

求 A×B，B×A 

解： A×B={<x,y>1≤ x≤ 2, y≥ 0, y∈ R} B×A={<x,y>x≥ 0, 1≤ y≤ 2,x, y∈ R}                     

  

A×B,B×A分别表示平面直角坐标系中的某一个区域（类的集合）, 

当 A=B时 A×B可以记作 A
2
。 
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定义 13〈n的笛卡尔积的定义〉A1，A2…，
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An是 n个集合，  

记 A1×A2×…×An={<x1,…,xn＞xi∈Ai，i=1,…，n} 

称为这 n个集合的笛卡尔积。 

而当 A1= A2=…= An时，记 A×A×……×A=An
。 
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例 4：设 A={1，2}，B={a，b}，c={α} 

求：（1）A×B×C，（2）（A×B）×C，（3）A×（B×C） 

解：<1>A×B×C={<x,y,z>x∈A,y∈B,z∈c}={<1,a,α>,<1,b,α>,<2,a,α>,<2,b,α>} 

<2>(A×B) × C是两个集合（A×B）和 C的笛卡尔积，其中一个集合 A×B，又是两个集合

的笛卡尔积。 
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（A×B）× C ={<<1,a>,α>,<<1,b>,α>,<<2,a>,α>,<<2,b>,α>} 

<3>A × (B × C)={<x,<y,z>>x∈A,y∈B,z∈c} 
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说明:如（B × A）2
，它是两个集合 B×A和 B×A的笛卡尔儿积，而这两个集合本身是两集合

的笛卡尔积。故（B×A）2
=（B×A）×（B×A）={<<x,y>,<z,w>>x∈B,y∈A,z∈B,w∈A} 

例 6：设集合 A={1，2}求 P（A）×A 

 解：P（A）={∅,{1},{2},{1,2}} 

     P(A) ×A ={<∅,1>,<∅,2>,<{1},1>,<{1},2>,<{2},1>,<{2},2>, <{1,2},1>,<{1,2},2>

共 8个元素。 

三、笛尔儿积的性质： 

性质 1：对于任意集合 A，A×∅=∅，∅×A=∅ 

性质 2：笛卡尔积运算不满足交换律，当 A≠∅，B≠∅，A≠B时 A×B=B×A 

性质 3：笛卡儿运算不满足结合律，即当 A，B，C均非空时（A×B）×C≠A×（B×C） 

因（A×B）×C ={<<a,b>,c>a∈A,b∈B,c∈C} 

 A×(B×C)={<a,<b,c>>a∈A,b∈B,c∈C} 

例 7：设 A，B，C，D是任意集合，判断下列命题是否正确？ 

（1） A×B=A×C⇒ B=C 

不正确，当 A=∅，B≠C时，A×B=A×C=∅ 



（2）A-（B×C）=（A-B）×（A-C） 

不正确，当 A=B={1}，C={2}时，B×C={1}-{<1,2>}={1} 

而（A-B）×（A-C）=∅×{1}=∅ 

（3） A=B，C=D⇒A×B=C×D 

正确，由定义可以证明，在非空前提下是充要条件 

（4） 存在集合 A使得 A⊆A×A正确，当 A=∅时，A⊆A×A 

定理 4：对任意三个集合 A，B，C有 

（1） A×（B∪C）=（A×B）∪（A×C） 

（2） A×（B∩C）=（A×B）∩（A×C） 

（3） （B∪C）×A=（B×A）∩（C×A） 

（4） （B∩C）×A=（B×A）∩（C×A） 

证明：（2）∀<a,b>∈A×(B∩C) 则 a∈A,b∈B∩C 

即 a∈A,b∈B,且 b∈c,即<a,b>∈A×B且<a,b>∈A×C 

∴<a,b>∈(A×B)∩(A×C)   ∴A×(B∩C)⊆(A×B)∩(A×C) 

∀<a,b>∈(A×B)∩(A×C) 则<a,b>∈A×B且<a,b>∈A×C 

则 a∈A,b∈B,且 a∈A,b∈C,则 b∈B∩C 

∴<a,b>∈A×(B∩C) 

∴(A×B)∩(A×C)⊆A×(B∩C) 

由上两条∴A×（B∩C）=（A×B）∩（A×C） 

定理 5，对于任意集合 A，B，C，若 C≠∅，则 

（1） A⊆B的充要条件是 A×C⊆B×C 

（2） A⊆B的充要条件是 C×A⊆C×B 

证明：充分性：∀x∈A，因 c≠∅, 任取 y∈c 

∴<x,y>∈A×C,因 A×C⊆B×C 

∴<x,y>∈B×C ∴x∈B, ∴A⊆B 

必要性：∀<x,y>∈A×C则 x∈A,y∈C 

      又∵A⊆B,∴x∈B, ∴<x,y>∈B×C  ∴A×C⊆B×C 

注意（1）在例 7中 A×B=A×C⇒B=C 命题不正确，举反例时举 A=∅，而如 A≠∅时由定理 5可

知该命题是正确的，且是充要条件。 

(2)在证明过程中 C≠∅的条件仅在充分性要用，必要性可不用因而 A⊆B⇒A×C⊆B×C，不必用



C≠∅的条件 

定理 6：对任意四个非空集合则 A×B⊆C×D的充分必要条件是 A⊆C，B⊆D 

证明：充分性由定理 5，因 B⊆D，A≠∅。∴A×B⊆A×D。又 A⊆C，D非空。∴A×D⊆C×D，∴A×B⊆C×D

必要性∀x∈A，y∈B∴<x,y>∈A×B,又∵A×B⊆C×D∴<x,y>∈C×D, ∴x∈C,y∈D∴A⊆C,B⊆D 

 

 

 

第四章     二元关系和函数 

关系：人与人的关系有朋友关系，上下级关系，父子关系，同学关系.两数之间有大于，小

于，等于关系，有整除，同余关系。两个变量有函数关系等。关系描述客体之间相互联系。 

§4.1关系的概念 

一、关系的基本概念： 

1、 关系的定义： 

定义 1：任意一个有序对集合称为一个二元关系，简称关系。记作 R，如果<a,b>∈R,可记作

aRb,称 a与 b有关系 R，如<a,b>∉R,记作aRb,称 a与 b没有关系 R。这种记法称为中缀记

法。 

例：R={<a,1>,<b,1>,<b,2>}则 aR1，aR2， 

例：R={<x,y>x,y∈N且 x>y}这是自然数集合上的一个“大于”关系，显然<3,2>∈R,即 3R2。 

如我们把 R读作“大于”，则 3R2读作“3大于 2”。 

说明：（1）我们把关系 R这种无形的联系同集合这种“有形”的实体来描述,在今后的描述

和论证带来方便。 

（2） 有序对是讲究次序的，如<a,b>∈R未必有<b,a>∈R,即 a与 b有关系 R，未必 b与 a

有关系 R。 

例：甲与乙有父子关系，则乙与甲肯定没有父子关系了。 

定义 2：A×B的任何一个子集所定义的一个二元关系 R，称从 A到 B的二元关系，为 A=B时，

我们称之为 A上的二元关系。 

例：A={a,b,c}  B={1,2,3} 

R1={<a,1>,<b,2>,<a,3>}是 A到 B的一个关系 

R2={<1,1>,<2,3>,<1,3>是 B上的一个关系 



定义 3：关系 R中所有有序对的第一元素的集合称为关系 R的定义域，记作 Dom（R）第二元

素的集合称为关系 R的值域，记作 Ren（R）。 

如果 R是 A到 B的关系，则 Dom（R）⊆A，Ran（R）⊆B 

 


