
二、有向图的矩阵 

1、关联矩阵 

定义 25:给定无环有向图 

D=<V,E>，V={ v1,…,vn },E{ e1,…,em }, 

定义一个 n×m阶矩阵。 

M（D）=（mij）n×m,其中 
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1,结点v是边e的始点。

m = 0,结点v与边e不关联。

-1，结点v是边e的终点。
 

 则称 M（D）为 D的关联矩阵。 

例：                   

 

 

  

v1 1 0 0 0 1 1
v2 1 1 0 0 0 0

M(D)
v3 0 0 1 1 1 0
v4 0 1 1 1 0 1

− − 
 − =
 −
  − − 

 

特点: 

1) 每列元素中有一个 1和一个-1,对应一个始点, 

  一个终点,元素和为零。 

2) 每行元素的绝对值之和为对应点的度数。 

  -1的个数等于入度,1的个数等于出度。 

3)在 M(D)中所有元素的和等于零。 

2、邻接矩阵 
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定义 26:设有向图 D=<V,E>,V={v1,…,vn}。 

令 aij是 vi邻接 vj的边的数目,(即从 vi到 vj的有 

向边的条数,是指从 vi指向 vj的边)则称 n nij(a ) × 为 D 

的邻接矩阵,记为 A(D)。 

 

 

 

例: 

 

 

 

 

v 1 0 2 1 0
v 2 0 0 1 0

A ( D )
v 3 0 0 0 1
v 4 0 0 1 1

=

 
 
 
 
 
 

 

特点: 

1)有向图的邻接矩阵未必是对称的。 

2)每行和等于对应点的出度,每列和等于对 

  应点的入度。 

3) 所有元素和等于图的边数,即长度为 1的 

  通路条数。 
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v1 0 0 2 1

v2 0 0 0 1
(D)

v3 0 0 1 1

v4 0 0 1 2

A =

 
 
 
 
 
 

    

(2)
ija 表示从 iv 到 jv 长度为 2的通路的条数。 

例: (2)
13 2a = ,表示从 1v 到 3v 长度为 2的通路有两条。 

因为:
n

(2)
ij ik ki

k 1
a a a

=

= ∑ = i1 1j i2 2j in nja a a a a a+ + +L   

ik kja a 1= ,充分条件是 ika 1= 且 kia 1= 。 

说明: i kv v→ 有边, k jv v→ 有边,从而有一条 

长度为 2的通路 i k jv v v→ → ,从而以上结论成立。   

定理 8:设 A(D)是图 G的邻接矩阵。 

(l)l
n n(D) ijA (a ) ×= ; ( l )

ija 等于 G中结点,vi到 vj有长度为 L 

的通路的条数。 

n n
(l)
ij

i 1 j 1
a

= =
∑∑ 表示 G中有长度为 L的通路的总的条数。 
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0 0 1 3
0 0 1 1

A (D)
0 0 1 2
0 0 2 3

=

 
 
 
 
 
 

  4

0 0 3 4
0 0 1 2

A (D)
0 0 2 3
0 0 3 5
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令 2 r
rB (D) A(D) A (D) A (D)= + + +L  

(r )
ijb 表示 D中从 iv 到 jv 长度小于 r的通路的条数。 



n n
(r)
ij

i 1 j 1
b

= =
∑∑ 表示 D中长度小于 r的通路的总的条数。 

在刚才的图中 

2 3 4
4B (D) A(D) A (D) A (D) A (D)= + + + =

0 2 7 8
0 0 3 4
0 0 4 7
0 0 7 11

 
 
 
 
 
 

 

3、可达矩阵: 

定义 27:设有向图 D＝<V,E>,V＝{v1,v2,…,vn}, 

i j
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1, v v
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可达

不可达
 

记 n nijP(D) (P ) ×= , 

称 P(D)为 D的可达矩阵。 

求可达矩阵的方法: 

设 D有 n个结点,令 2 n
nB (D) A(D) A (D) A (D)= + + +L  

将 nB 中所有不为零的元素改为 1,对角元素也 

改为 1,(因 vi到自身也是可达的), nB 的零元仍然 

为零就形成了 D的可达矩阵。 

在例中 
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0 2 7 8
0 0 3 4

B (D)
0 0 4 7
0 0 7 11

=

 
 
 
 
 
 

  

1 1 1 1
0 1 1 1

P(D)
0 0 1 1
0 0 1 1

 
 
 ∴ =
 
   

, 

在具体计算中可以将 ( )A D , ( )2A D , ( )3A D , ( )4A D  

通过改为布尔矩阵(元素仅为 0或 1),矩阵的乘法 

和加法中的运算改为布尔运算。 



 

§5.4 最短路径和关键路径问题 

权图的概念： 

定义 16:无向图 G＝<V,E>中,对于 G的任意 

一条边 i j(v , v ),都给以一个实数与之对应,—— ijW , 

称 ijW 为边 i j(v , v )的权,每边均带有权的图称为带权图, 

记为G V,E, W=< > ,其中 W是权的集合。 

在实际应用中,权的含义可以是:距离、费用、容量、 

流量、工时等。 

一、最短路问题: 

1．最短路的定义 

定义 17:在带权图中给定结点 iv 和 jv ,在 iv 到 jv 所有 

通路中,各边权和最小的通路称为从 iv 到 jv 的最短路, 

该最短路的各边权和称为 iv 到 jv 的距离,记为 i jd(v , v )。 

 最短问题,在实际中可应用于铁路的铺设,运输的 

最小费用,线路的安排,工序统筹安排时间的最小等。 

2．最短路的狄克斯特拉算法(DijKstra) 

问题的提法,在带权无向图 

G V,E, W=< > ,任意取一点 a∈V, 

求 a点到 G中其它各点的最短路及最小距离。 

点 t关于 P的指标 L(t): 

设 T⊆V,且 a∉T,令 P＝V-T,对 T的每个点 t, 

找出所有从 a到 T的且不包含 T中其它结点的路, 



设这些路中的最小权和为 L(t),如果这样的路不 

存在,可令 L(t)＝+∞,我们称 L(t)为 t关于 

点集 P的指标。(注意 L(t)未必是 G中从 a点到 

t的最短路的距离)。 

       

  

 

 

 

 

 

第一步:设 P＝{a},T＝V－{a},此时∀t∈T, 

t关于 P的指标为: 

L(t)＝ω(a,t)
, a,t
, a,t





ω
=

+∞
若 相邻，是（a,t）上的权

若 不相邻
 

第二步:求出 T中关于 P的最小指标点 x,即 x满足 

L(x)＝min{L(t),t∈T} 

 

 

 

此时 L(x)就是 a到 x的最小距离。 

第三步:设 P1(t)＝PU {x}, 

T1＝T－{x},∀t∈T,此时 t关于 P的指标为 

L1(x)＝min{L(t),L(x)+ω(x,t)}, 

P T 
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转入第二步。 

如此一直下去,直到所有点均转入 P,T＝∅为止。 

例:求图中 3V 到其它各点的最小距离和最短路径 
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解:(1)P={ 3v },T={ 51 2 4 6v , v ,v , v , v }, 

     1 1L (v ) 5= ,  1 iL (v ) ,i 2,5,6= +∞ =  

   (2) 1v 是最小结点指标 1 3L (v ) 3= ， 

      3 1d(v , v ) 3∴ = ， 

      1 3 1P {V ,V }= ， 51 2 4 6T {V ,V ,V ,V }=  

      1 2 1 1 1 22 2 (v ), (v ) (v , v )L (v ) min{L L } 9+ ω= =  

      1 4 1 1 1 42 4 (v ), (v ) (v , v )L (v ) min{L L } 4+ ω= =  

      5 51 1 1 152 (v ), (v ) (v , v )L (v ) min{L L }+ ω= = +∞ 

      1 6 1 1 1 62 6 (v ), (v ) (v , v )L (v ) min{L L }+ ω= = +∞ 

   (3)此时最小指标为 2 4L (v ) 4=  

      3 4d(v ,v ) 4∴ = ，路径是 3 1 4v v v→ →  

      42 3 1 , vP {V ,V }= ， 51 2 6T {V ,V ,V }= ， 

      3 2 2 2 2 4 4 2L (v ) min{L (v ),L (v ) (v , v )} 7= + ω =  

      5 53 2 2 4 4 2L (v ) min{L (v ),L (v ) (v , v )} 5= + ω =  

      3 6 2 6 2 4 4 2L (v ) min{L (v ),L (v ) (v , v )}= + ω = +∞    

   (4)此时最小指标为 53L (v ) 5= ， 

      53d(v ,v ) 5∴ = ，路径为 53 1 4v v v v→→ →  

      5 54 2 3 3 3 2L (v ) min{L (v ),L (v ) (v , v )} 7= + ω =  

      54 6 3 6 3 6 6L (v ) min{L (v ),L (v ) (v , v )} 11= + ω =  

   (5)此时最小的指标是 4 2L (v ) 7= ， 

      3 2d(v , v ) 7∴ = ， 

      路径是 53 1 4 2v v v v v→ →→ → 或 3 1 4 2v v v v→→ →  

      54 1 2 3 4, ,P {V ,V V ,V V }= ， 1 6T {V }=  



      5 6 4 6 4 2 2 6L (v ) min{L (v ),L (v ) (v , v )} 10= + ω =  

      3 6d(v ,v ) 10∴ = ，路径为 3 1 4 2 6v v v v v→ →→ →  


